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Wzér Cauchiego, szereg Laurent’a i calki zespolone

Javier de Lucas

Zadanie 1. Obliczyé¢ nastepujace catki korzystajac z wzoru Cauchiego zatoz aé, ze
wszystkie krzywe sa zorientowane w kierunku odwrotnym do wskazéwek zegara:

&)/V(Z—+4dz, VLG O |2 — Ty b)/v el iy = (e C ] = 1/2),

22+ 1)2 2
) [ 5o = eeCil—i=1, @) [y (zeCill =)
c 722+1, v = {g Dz M A Na—d Z Clz| = 2},

e)/&dz, w AT E S e = V2,
Y

(14 22)sin 2
z
v

f)/z4_1dz, vi={2€C:lz=al=a,a>1}

Rozwigzanie: Zamiast obliczyé catki jak zwykle, mamy zamiar kozysta¢ z wzoru cat-
kowalnego Cauchy’ego. Wyraza fakt, ze funkcja holomorficzna zdefiniowana na dysku
jest catkowicie zdeterminowana przez wartosci, ktore przyjmuje na brzegu tego dysku!
Zatozmy, ze U jest zbiorem otwartym zawartym w C oraz f : U — C jest funkcja
holomorficzna, a koto D = {z : |z — 29| < r} zawiera sie w U. Niech v = 9D, tj. ~
stanowi okregiem tworzacym brzeg D. Woéwczas dla kazdego a € D zachodzi:

o= L

dz,

gdzie krzywa 7 jest zorientowana dodatnio wzgledem swego wnetrza (obiega je w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara). Wazne pamietaé, ze a ¢ . Warto
zauwazy¢, ze jezeli h(z) jest funkcja holomorficzna, to h(z)(z — a), gdzie a nalezy do
wnetrzna v, jest funkcja holomorficzng i mozemy napisa¢ na mocy wzoru Cauchy’ego, ze

/wdz = h(a)(a —a) =0,

zZ—Q

tj. caltka funkcji holomorficznej na dowolnym petle v jest rowna zeru.
7 wzoru catkowalnego Cauchy’ego tez wynika, ze

f™(a) = n—!j{%d&

2T

Niech teraz zastosujemy poprzednie wyniki do catkowania naszych powyzszych catek.
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Pierwsza calka to

2 +4 .
%mdz, ")/:{ZE(CZl,Z—Zyzl}.
5

Funkcja f(z) = (224 4) /(2% 4+ 1)? jest holomorficzna na C/{i, —i} poniewaz zalezy tylko
od z i nie jest dobrze zdefiniowana na 7, —i, gdzie mianownik zeruje sie. Punkt ¢ znajduz
e sie we wnetrze . Zatem mozemy zdefiniowa¢ nowa funkcje h(z) = (22 +4)/(z + 1)?,
ktora jest holomorficzna we wnetrze . 7 tego wynika, ze

j(l{(z2+42dz:]{/(Z2+4)/(Z+i)2dz:@h’(i).

2241 (z —1)? 1!
Woéwcezas
22(z +14)? — (22 +4)2(2 + 1) N =8 =12 5i 2244 5
h/ — h/ e e — s e— = —.
(=) (2 + i) Y 16 Vi 7{ EES A

Obliczmy druga caltke.

F +4
j§22+1dz, e [T 2] = 1

W tym przypadku, h(z) = (22 +4)/(2® + 1) jest holomorficzna we wnetrze y. Zatem

2
4
]{ZQJF dz = 0.

o 4 +1

Obliczmy trzecia catke

dz
—_— ={ze€C:|z| =2}
[iis r=teci=y
W tym przypadku funkcja f(z) = 1/(1 + z?) jest holomorficzna na C\{i,—i}. Oba
punkty ¢, —i nalez 'k a do wnetrzna . Ewidentnie nie mozemy wprowadzy¢ to catke do
postaci wzoru Cauchy’ego, gdzie podcalka jest nie holomorficzna tylko w jednyn punkcie.
Zaiste mozemy napisaé calke:

/ dz _l(/ dz _/ dz)
71+z2 20\ ), z—1 42t
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Korzystajac z wzoru Cauchyego:

dz
=am—7m=0.
/71—1—712

Mozemy rozgrywaé rozwiazanie nieco inaczej. Wystarczy zdefiniowaé krzywe v 1 v
z podanymi orientacjami i zawuwazy¢, ze

/ dz / dz . / dz

Lizd 1 L T L

Wtedy kazda krzywa, 71, 72 otoczy tylko jedna osobliwos¢ funkcji 1/(2% + 1) i wzor
Cauchyego mozna zastosowac.

d 1 ' 1
/ 22 :2m'//(z—+,z):2m'—,:7r.
gl | A (e 2i

d 1 —1 1
/ s =2m‘/ Lo Ylionpde,
o 22 +1 (e a) —2i

/ i v={z€Cn|z—1i =1}
Y

2241’

Kolejna catka to

Funkcja podcatkowa jest holomorficzna na C\{—i,i}. Tylko jeden z tych punktow, i,
nalezy do wewnetrzna . Zatem mozemy korzysta¢ z wzoru Cauchyego nastepujaco

d e omi
/ 2 ; :/ Z+_Z-dZ=—7T_Z:7T.
N Z +1 2 ' 21

Niech teraz badamy catke

/LS(Z)dz, y={zeC:|lz—2—i=2}.
ol

(14 22)sinz

Widaé, ze v to okrag o érodku 2 + i i promieniu v/2. Funkcja podcatkowa jest holomor-

ficzna wszedzie poza punktami gdzie mianownik zeruje sie. Sprawdzmy gdzie zeruje sie

mianownik funkcji podcalkowej. Ewidentnie, 1 4+ 22 = 0 w punktach i, —i. Dodatkowo
eiz _ 671'2

sinz=———=0&e%=¢
2

—z1

S z2=—z42tkk el & z € .
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Krzywa « przecina o§ OX w punktach 11 3. Zatem, sin(z) nie zeruje si¢ na tym
regionie. Z tego wynika, ze podcalka jest holomorficzna wewnatrz v. Zatem

/LQS(Z.)CZZ:O.
5 (1+2%)sinz

Sprawdzmy teraz ostanig catke

/ 4Z dz, v={z€C:|z—a|=a,a>1}.
LR b

Wtedy, funkcja podcatkowa jest holomorficzna w C\{%i,£1}. Wewnatrz v to koto o
srodku z = 0 i promieniu @ > 1. Skoro

| £4i—al =+/]a> + 1+ 2Re(+ia) = v/|a|2 + 1 F 2Im(a) = y/[a2+ 1 > a

[1—af < |a];]1 + @] >"al.

to tylko 1 nalezy do wewnetrzna . Zatem funkcja podcatkowa ma tylko jedna osobliwosé
w v i mozemy korzsyta¢ bezposrednio wzoru Cauchy’ego:

zdz ¥ N2+t + 1)) Ml T
/7( ——[/ dz—2mz—§z.

1 —24)sin(z) z-=1
0
Zadanie 2. Obliczy¢ catke
/ sin(z)dz
C (Z + 2)4

po konturze C zorientowanym dodatnio zawierajacym w swym wnetrzu punkt —2 i catki

Z3el/z2dz 22017fz
f; 22+9 jq{ (22017 +4)(z — 34)

po okregu |z| = 2 przeciwnie do ruchu wskazowek zegara.
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Rozwigzanie: W pierwszym przypadku mamy, ze funkcja sin(z)/(z+2)* nie jest holomor-
ficzna w zadanym konturze C. Ma tylko jedna osobliwo$é¢ z = —2 stopnia 4. Skoro sin(z)
jest funkcja holomorficzna, to mozemy obliczy¢ ta catke za pomoca wzoru rézniczkowania
Cauchy’ego 1 napisaé

j{ sin(z) 2w d°
clz=2)t 3! dad

Procedura catkowania

ol
sin(z) = % sin(2).

z2=—2

Z3el/z2
- gdz
et
. .. o . 2 . Ly . . 2,
jest bardziej skomplikowana. Funkcja e'/*" ma osobliwosé¢ stopnia nieskonczonego w
zerze, poniewaz

o

1/22 St 1
< &1 Z Z2nn!'

n=0

Wtedy nie mozna zastosowaé wzoru Cauchy’ego bezposrednio. Zamiast tego, korzystamy
z zamiany zmiennych u = 1/z. W nowej zmiennej mamy, ze obraz y to nowy okrag v, o
srodku w zerze i promién 1/2. Dodatkowo, orientacja odwrocita sie! Zatem

3,1/22 -3 u?
/226 dz:—/u eQdu.
o 2+ L (L 9u
Nowa podcatka ma trzy osobliwosci wewnatrz vo: 0, £i/3. Niech vy = 3+ 4 + 75, gdzie

3 zawiera tylko i/3, v, zawiera punkt —i/3 i 75 zawiera punkt 0. Korzystajac ze wzoru
Cauchy’ego i przypominajac, ze 9, Y3, 74 ma orientacje ujemna, otrzymamy

/ u=3e? g 1 u3e* /(1 —i3u) 1 u3e" /(1 + i3u)d / e /(1 + 9u?)
¥ 75

A0 T B, T G) w3, —1/B)+u a
9671/9 9671/9
2 i 167
i = e P L

. 9
= 1671 (—1 + 86—1/9) .
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Ostatnia catka mozna rozwiaza¢ podobnie. Nie warto zastosowaé¢ wzor Cauchy’ego
bezposrednio ze wzgledu na srodek + poniewaz funkcja podcatkowa posiada 2017 punk-
tow osobliwosci w tym regionie. Zamiast tego, mozemy wprowadzaé zamiane zmiennych
i napisa¢ u = 1/z. Wtedy

/ 22017 d _ / du
L (2 4 0)(z—31) ), u(l 4w 7) (1 - Biu)

Skoro v = {2 € C: 2 = 2¢% 0 € [0,27[}, to 1o = {z € C: z = e ¥/2} i 75 ma teraz
orientacje odwrotna. Ta catka tylko ma dwie osobliwosci pierwszego stopnia (bieguny
proste) wewnatrz s, tj. uw =i/3iu = 0. Skoro v, ma orientacje odwrotna do poprzednii,
to

i / du LA / du
oy (1 4 2u7) (1 - 3iu) 7 e W1 4= 3u07) (u — 1/(34))
Niech 73, v, beda odrotnie zorientowane krzywe 3 +v4 = 5. Wtedy,

/ du o / —du - / —du
b WL+ w2 (1 = 3iu) S, w(l4 iw07)(1—3iu) ), u(l 4 iw?0'7)(1 — 3iu)
—2r — 27332017

= 21t = —————— + 2m1.
(1 + (=i /3)217) 1AM = oo 1 AT

O

Zadanie 3. Obliczy¢ czesé osobliwg szeregu Laurenta w ok6t punktu zy € C dla obsaréw
r < |z — 20| < R i nastepujacych funkcji

fz)=€"* 2% =0,7=0, R=+o0,

= =1 =0, R=t2,
(2—1)2(Z—|—1)’ 20 , T )

Sprawdz zbieznos¢ szeregéw w podanych pierscieniach.
Rozwigzanie: Szereg Laurent’a! pewnej funkcji f holomorficznej w pierscieniu r < |z —

20| < R to szereg
Z an(z — 29)"

neL

zdazac niemal jednostajnie do f w zadanej pierscieniu.
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Zeby miec sens, ten szereg trzeba zbada¢ w piericieniu r < |z — z| < R, gdzie r jest
taka liczba dodatnia zagwarantujaca, ze

jest zbiezny i R zagwarantuje, ze

jest zbiezny. Otoz dlatego pisze sie, ze

R~! = limsup ¥/]an|, r = limsup v/|a,|

n—-+00 n—-+oo

gdzie przypominamy, ze granica goérna i dolna to sg najwieszy i najmniesze punkty
adherencji naszych ciagow.

Szereg Laurante’a pewnej funkcji holomorficznej jest jednoznacznej ustalony. Mozna
obliczy¢ wsotczynniki szeregu nastapujaco

1 f(2)dz
ap=— ¢ ————|
" o2m [ (z=p)rtt
ale ten wynik jest czesto malo korzystny dla ustalenia catego szeregu. Lepiej znalezé
szereg jednostajnie zbiezny do funkcji w zadanej szeregu, co daje nam bezposrednio
szereg Laurent’a.

Zaczniejmy od pierwszego zadania. Wtedy

1 1 1

2(z+ 1)} 20 z+1
Wtedy i tylko wtedy, gdy |z| < 1 mozemy napisac

1 n
1+Z:Z(—z) )

neN

Dodatkowo, szereg ten dazy niemal jednostajnie do poprzednej funkcji dla |z| < 1. Zatem

czesc osobliwa

=~
11 [ ’“Z (__\z)n |

czesc regularna

z z+4+1 z
+ neN
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Widaé, ze czesé¢ osobliwa istnieje dla z > 0 i cze$é regulnarna istnieje dla |z| < 1.
Obie czesci daza jednostajnie do podanej funkcji. Zatem to szereg Laurent’a. Wtedy
r=01iR=1.

Badamy teraz druga funkcje. W tym przypadku dla z > 0 otrzymamy, ze

1
¢ =D

gdzie szereg jest zawsze zbiezny poza z = 0. Skoro czes$¢ regularna jest zero, to R = oo
i czes¢ osobliwa ma r = 0.

Badamy teraz
z

9=
wokot punktu zy = 1. Aby zbadaé¢ ta funkcje mamy naspiséc ja za pomocg u = z — 1.
Wtedy

L (¢
w(u+2)  2u(u/2+1)

Wtedy i tylko wtedy, gdy |u/2] < 1 otrzymujemy, ze

R N A
u/24+1 2

flut1)=

n=0
Zatem
00 = n—2 1 00 1 n—2
o et n—1 n—2
f(u+1)_-<u+1);(7) _glg <7> (u" ' +u )]
i 2 2
11| /-1\" = /—1\""
1 = — - _ n—1 et n—2
) 2u2+8n§;(2) . +;(2) 3 ]
1 1g [(=VF? W3\ 1= 1 = [-17""?
]_ = — — =L . ?’L—lz_ - - n—1
flut1) u2+8nzzol(2> +(2> }“ 2u2+16n220[2] !
Na koncu

1 1 1 &K [-11"?
)= — 4+ — + — — n,
flu+1) whi u+16n0[2} u

[N}
no
W

Zatem czes¢ osobliwa ma r = 0 i czes$¢ regularna ma R = 2. [J
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Zadanie 4. Znalez¢ rozwiniecia Laurenta dla funkcji f(z) = z2e'? wokot zera dla

pierscieniu r < |z| < R podajac najwiekszy R i najmniejszy r mozliwe.

Rozwigzanie: Widaé, ze
o

1
1z = > 0.
€ Z 2!’ &

n=0

Taki wyrazenie jest prawdziwe dla dowolnego z > 0. Jednoczesnie

! 1 1
o 21/2_ ol
f(z) =z% ;z” 2 =2+2 +;z" 2n|~z + 2! +Z—z”n+2)

Czes¢ osobliwa i regularna maja promienia zbieznosci

1 3
r=limsup {/|a_,| = M’ 0, R™! =limsup {/]a,| =0

n—+00 "_H‘OO ‘ 1/(” R 2) n——+00
Widaé, ze 0 < |z] < oco. To najlepszy mozliwy przypadek. O

Zadanie 5. Znalez¢ rozwiniecia Laurenta dla funkeji f(z) = 1/(23(2% + 1)) wokot zera
dla pierscieniu r < |z| < R podajac najwiekszy R i najmniejszy r mozliwe.

Rozwigzanie: W tym przypadku mamy, ze

Ay el
L 3( 42 i
f (Al /(ZH AR = ~amges—.
Wiemy, ze
1 = 2\n
n=0

i suma ma granice dla |z| < 1. Dla |z| = 01 |2| = 1 mamy problem poniewaz funkcja
f(2) nie jest holomorficzna. Zatem tylko mozemy zagwarantowaé rozktad Laurent’a dla
0 < |z] < 1. Miedzy czasem dla 0 < |z| < 1 mozemy napisac

oo

f(z)zl/(z3(22—|-1)):Z( )83 3 _ o1 _|_Z 1)n 22,

n=0

Widag, ze czes$¢ osobliwa (gtowna) jest dobrze zdefiniowana i dazy jednostajnie do granicy
dla |z| > 0. Jako szereg prawa strona jest zbiezna dla i

R™' = limsup V/|a,| = hm Vlagni| = 1.

n—-+0o
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Zatem, prawa strona dazy do jej sume niemal jednostajnie dla |z| < 1. Zatem, szereg

dazy jednostajnie do sume dla 0 < |z] < 1.
[l

Zadanie 6. Znalez¢ rozwiniecia Laurenta dla funkcji f(z) = log(z + 1) wokol zera dla

pierscieniu r < |z| < R podajac najwiekszy R i najmniejszy r mozliwe.

Rozwigzanie: Funkcja jest holomorficzna dla |z| < 1 poniewaz log(0) nie jest dobrze
zdefiniowane. W tym przypadku korzystamy z postaci szeregu Laurenta i przypominamy;,

ze wspoOtezynniki mozna obliczy¢ jako

Ly{log(ljhz)dz 1 (=1)
i

n

Ay = e

= . =271
211

Zntl 2min! dzn

log(z+ 1) =
0

P

dlan>0iay=1. Dlan <0 a, =0. Zatem szereg ma postac

)7

neN

Promien zbieznosci dla czeséi regularnej wynosi

RN ="lim {Yn=1.

n—-+00

Natomiast, czes¢ osobliwa ma r = 0. Warto poznaé¢ postac¢ tej funkcji holomorficzne;j:

To jedna z stynych powierzchnii Riemanna (rozmaitosci zespolone wymiaru zespolonego

1).
L]



