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Wzór Cauchiego, szereg Laurent’a i całki zespolone

Javier de Lucas

Zadanie 1. Obliczyć następujące całki korzystając z wzoru Cauchiego założ ąć, że
wszystkie krzywe są zorientowane w kierunku odwrotnym do wskazówek zegara:

a)

∫
γ

z2 + 4

(z2 + 1)2
dz, γ := {z ∈ C : |z − i| = 1}, b)

∫
γ

dz

z2 + 1
, γ := {z ∈ C : |z| = 1/2},

c)

∫
γ

dz

z2 + 1
, γ := {z ∈ C : |z − i| = 1}, d)

∫
c

dz

z2 + 1
, γ := {z ∈ C : |z| = 2},

e)

∫
γ

ez cos z

(1 + z2) sin z
dz, γ := {z ∈ C : |z − 2− i| =

√
2},

f)

∫
γ

z

z4 − 1
dz, γ := {z ∈ C : |z − a| = a, a > 1}.

Rozwiązanie: Zamiast obliczyć całki jak zwykle, mamy zamiar kozystać z wzoru cał-
kowalnego Cauchy’ego. Wyraża fakt, że funkcja holomorficzna zdefiniowana na dysku
jest całkowicie zdeterminowana przez wartości, które przyjmuje na brzegu tego dysku!
Załóżmy, że U jest zbiorem otwartym zawartym w C oraz f : U → C jest funkcją
holomorficzną, a koło D = {z : |z − z0| ≤ r} zawiera się w U . Niech γ = ∂D, tj. γ
stanowi okręgiem tworzącym brzeg D. Wówczas dla każdego a ∈ D zachodzi:

f(a) =
1

2πi

∮
γ

f(z)

z − a
dz,

gdzie krzywa γ jest zorientowana dodatnio względem swego wnętrza (obiega je w kie-
runku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara). Ważne pamiętać, że a /∈ γ. Warto
zauważyć, że jeżeli h(z) jest funkcją holomorficzną, to h(z)(z − a), gdzie a należy do
wnętrzna γ, jest funkcją holomorficzną i możemy napisać na mocy wzoru Cauchy’ego, że∫

γ

h(z)(z − a)
z − a

dz = h(a)(a− a) = 0,

tj. całka funkcji holomorficznej na dowolnym pętle γ jest równa zeru.
Z wzoru całkowalnego Cauchy’ego też wynika, że

f (n)(a) =
n!

2πi

∮
γ

f(z)

(z − a)n+1
dz.

Niech teraz zastosujemy poprzednie wyniki do całkowania naszych powyższych całek.

1



Analiza III
22 listopada 2017

Pierwsza całka to ∮
γ

z2 + 4

(z2 + 1)2
dz, γ = {z ∈ C : |z − i| = 1}.

Funkcja f(z) = (z2+4)/(z2+1)2 jest holomorficzna na C/{i,−i} ponieważ zależy tylko
od z i nie jest dobrze zdefiniowana na i,−i, gdzie mianownik zeruje się. Punkt i znajduż
e się we wnętrze γ. Zatem możemy zdefiniować nową funkcję h(z) = (z2 + 4)/(z + i)2,
która jest holomorficzna we wnętrze γ. Z tego wynika, że∮

γ

z2 + 4

(z2 + 1)2
dz =

∮
γ

(z2 + 4)/(z + i)2

(z − i)2
dz =

2πi

1!
h′(i).

Wówczas

h′(z) =
2z(z + i)2 − (z2 + 4)2(z + i)

(z + i)4
⇒ h′(i) =

−8i− 12i

16
= −5i

4
⇒
∮
γ

z2 + 4

(z2 + 1)2
dz =

5π

2
.

Obliczmy drugą całkę. ∮
γ

z2 + 4

z2 + 1
dz, γ = {z ∈ C : |z| = 1/2}.

W tym przypadku, h(z) = (z2 + 4)/(z2 + 1) jest holomorficzna we wnętrze γ. Zatem∮
γ

z2 + 4

z2 + 1
dz = 0.

Obliczmy trzecią całkę∫
γ

dz

1 + z2
, γ = {z ∈ C : |z| = 2}.

W tym przypadku funkcja f(z) = 1/(1 + z2) jest holomorficzna na C\{i,−i}. Oba
punkty i,−i należ ’k a do wnętrzna γ. Ewidentnie nie możemy wprowadzyć to całkę do
postaci wzoru Cauchy’ego, gdzie podcałka jest nie holomorficzna tylko w jednyn punkcie.
Zaiste możemy napisać całkę:∫

γ

dz

1 + z2
=

1

2i

(∫
γ

dz

z − i
−
∫
γ

dz

z + i

)
.
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Korzystając z wzoru Cauchyego:∫
γ

dz

1 + z2
= π − π = 0.

Możemy rozgrywać rozwiązanie nieco inaczej. Wystarczy zdefiniować krzywę γ1 i γ2
z podanymi orientacjami i zawuważyć, że∫

γ

dz

z2 + 1
=

∫
γ1

dz

z2 + 1
+

∫
γ2

dz

z2 + 1
.

Wtedy każda krzywa, γ1, γ2 otoczy tylko jedną osobliwość funkcji 1/(z2 + 1) i wzór
Cauchyego można zastosować.∫

γ1

dz

z2 + 1
= 2πi

∫
γ1

1/(z + i)

(z − i)
= 2πi

1

2i
= π.

∫
γ2

dz

z2 + 1
= 2πi

∫
γ2

1/(z − i)
(z + i)

= 2πi
1

−2i
= −π.

Kolejna całka to ∫
γ

dz

z2 + 1
, γ = {z ∈ C : |z − i| = 1}.

Funkcja podcałkowa jest holomorficzna na C\{−i, i}. Tylko jeden z tych punktów, i,
należy do wewnętrzna γ. Zatem możemy korzystać z wzoru Cauchyego następująco∫

γ

dz

z2 + 1
=

∫
γ

1
z+i

z − i
dz =

2πi

2i
= π.

Niech teraz badamy całkę∫
γ

ez cos(z)

(1 + z2) sin z
dz, γ = {z ∈ C : |z − 2− i| =

√
2}.

Widać, że γ to okrąg o środku 2 + i i promieniu
√
2. Funkcja podcałkowa jest holomor-

ficzna wszędzie poza punktami gdzie mianownik zeruje się. Sprawdźmy gdzie zeruje się
mianownik funkcji podcałkowej. Ewidentnie, 1 + z2 = 0 w punktach i,−i. Dodatkowo

sin z =
eiz − e−iz

2i
= 0⇔ eiz = e−zi ⇔ z = −z + 2πk, k ∈ Z⇔ z ∈ πZ.
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Krzywa γ przecina oś OX w punktach 1 i 3. Zatem, sin(z) nie zeruje się na tym
regionie. Z tego wynika, że podcałka jest holomorficzna wewnątrz γ. Zatem∫

γ

ez cos(z)

(1 + z2) sin z
dz = 0.

Sprawdźmy teraz ostanią całkę∫
γ

z

z4 − 1
dz, γ = {z ∈ C : |z − a| = a, a > 1}.

Wtedy, funkcja podcałkowa jest holomorficzna w C\{±i,±1}. Wewnątrz γ to koło o
środku z = 0 i promieniu a > 1. Skoro

| ± i− a| =
√
|a|2 + 1 + 2Re(±ia) =

√
|a|2 + 1∓ 2Im(a) =

√
|a|2 + 1 > a

|1− a| < |a|, |1 + a| > |a|.

to tylko 1 należy do wewnętrzna γ. Zatem funkcja podcałkowa ma tylko jedną osobliwość
w γ i możemy korzsytać bezpośrednio wzoru Cauchy’ego:∫

γ

zdz

(1− z4) sin(z)
= −

∫
γ

z/[(z2 + 1)(z + 1)])

z − 1
dz = 2πi

1

4
=
π

2
i.

�

Zadanie 2. Obliczyć całkę ∫
C

sin(z)dz

(z + 2)4

po konturze C zorientowanym dodatnio zawierającym w swym wnętrzu punkt −2 i całki∮
γ

z3e1/z
2
dz

z2 + 9
,

∮
γ

z2017fz

(z2017 + i)(z − 3i)

po okręgu |z| = 2 przeciwnie do ruchu wskazówek zegara.

4



Analiza III
22 listopada 2017

Rozwiązanie: W pierwszym przypadku mamy, że funkcja sin(z)/(z+2)4 nie jest holomor-
ficzna w zadanym konturze C. Ma tylko jedną osobliwość z = −2 stopnia 4. Skoro sin(z)
jest funkcją holomorficzną, to możemy obliczyć tą całkę za pomocą wzoru różniczkowania
Cauchy’ego i napisać∮

C

sin(z)

(z − 2)4
=

2πi

3!

d3

dz3

∣∣∣∣
z=−2

sin(z) =
2πi

3
sin(2).

Procedura całkowania ∫
γ

z3e1/z
2

z2 + 9
dz

jest bardziej skomplikowana. Funkcja e1/z
2 ma osobliwość stopnia nieskończonego w

zerze, poniewaz

e1/z
2

=
∞∑
n=0

1

z2nn!
.

Wtedy nie można zastosować wzoru Cauchy’ego bezpośrednio. Zamiast tego, korzystamy
z zamiany zmiennych u = 1/z. W nowej zmiennej mamy, że obraz γ to nowy okrág γ2 o
środku w zerze i promién 1/2. Dodatkowo, orientacja odwróciła się! Zatem∫

γ

z3e1/z
2

z2 + 9
dz = −

∫
γ2

u−3eu
2

1 + 9u2
du.

Nowa podcałka ma trzy osobliwości wewnątrz γ2: 0,±i/3. Niech γ2 = γ3+γ4+γ5, gdzie
γ3 zawiera tylko i/3, γ2 zawiera punkt −i/3 i γ5 zawiera punkt 0. Korzystając ze wzoru
Cauchy’ego i przypominając, że γ2, γ3, γ4 ma orientację ujemną, otrzymamy∫
γ2

u−3eu
2

1 + 9u2
du =

1

3i

∫
γ3

u−3eu
2
/(1− i3u)

1/(3i) + u
du− 1

3i

∫
γ4

u−3eu
2
/(1 + i3u)

−1/(3i) + u
du+

∫
γ5

eu
2
/(1 + 9u2)

u3
du

= 2πi
9e−1/9

1 + 1
+ 2πi

9e−1/9

1 + 1
− 16πi

= 16πi

(
−1 + 9

8e1/9

)
.
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Ostatnia całka można rozwiązać podobnie. Nie warto zastosować wzór Cauchy’ego
bezpośrednio ze względu na środek γ ponieważ funkcja podcałkowa posiada 2017 punk-
tów osobliwości w tym regionie. Zamiast tego, możemy wprowadzać zamianę zmiennych
i napisać u = 1/z. Wtedy∫

γ

z2017dz

(z2017 + i)(z − 3i)
= −

∫
γ2

du

u(1 + iu2017)(1− 3iu)
.

Skoro γ = {z ∈ C : z = 2eiθ, θ ∈ [0, 2π[}, to γ2 = {z ∈ C : z = e−iθ/2} i γ2 ma teraz
orientację odwrotną. Ta całka tylko ma dwie osobliwości pierwszego stopnia (bieguny
proste) wewnątrz γ2, tj. u = i/3 i u = 0. Skoro γ2 ma orientację odwrotną do poprzednii,
to

−
∫
γ2

du

u(1 + iu2017)(1− 3iu)
=

1

3i

∫
γ2

du

u(1 + iu2017)(u− 1/(3i))

Niech γ3, γ4 będą odrotnie zorientowane krzywe γ3 + γ4 = γ2. Wtedy,

−
∫
γ2

du

u(1 + iu2017)(1− 3iu)
=

∫
γ3

−du
u(1 + iu2017)(1− 3iu)

+

∫
γ4

−du
u(1 + iu2017)(1− 3iu)

=
−2π

(1 + i(−i/3)2017)
+ 2πi =

−2πi32017

32017 + 1
+ 2πi.

�

Zadanie 3. Obliczyć część osobliwą szeregu Laurenta w okół punktu z0 ∈ C dla obsarów
r < |z − z0| < R i następujących funkcji

f(z) =
1

z2 + z
, z0 = 0, r = 0, R = 1,

f(z) = e1/z, z0 = 0, r = 0, R = +∞,

f(z) =
z

(z − 1)2(z + 1)
, z0 = 1, r = 0, R = 2.

Sprawdź zbieźność szeregów w podanych pierścieniach.

Rozwiązanie: Szereg Laurent’a1 pewnej funkcji f holomorficznej w pierścieniu r < |z −
z0| < R to szereg ∑

n∈Z

an(z − z0)n

zdążąc niemal jednostajnie do f w zadanej pierścieniu.

1Comptes rendus de l?Académie des sciences 17, Extension du théorčme de M. Cauchy relatif ŕ la
convergence du développement d?une fonction suivant les puissances ascendantes de la variable (1843)
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Żeby miec sens, ten szereg trzeba zbadać w pierścieniu r < |z − z0| < R, gdzie r jest
taka liczba dodatnia zagwarantująca, że∑

n∈−N

anz
n

jest zbieżny i R zagwarantuje, że ∑
n∈N∪{0}

anz
n,

jest zbieżny. Otóż dlatego pisze się, że

R−1 = lim sup
n→+∞

n
√
|an|, r = lim sup

n→+∞

n
√
|an|

gdzie przypominamy, że granica górna i dolna to są najwięszy i najmniesze punkty
adherencji naszych ciągów.

Szereg Laurante’a pewnej funkcji holomorficznej jest jednoznacznej ustalony. Można
obliczyć wsółczynniki szeregu nastąpująco

an =
1

2πi

∮
γ

f(z)dz

(z − c)n+1
,

ale ten wynik jest często mało korzystny dla ustalenia całego szeregu. Lepiej znaleźć
szereg jednostajnie zbieżny do funkcji w zadanej szeregu, co daje nam bezpośrednio
szereg Laurent’a.

Zaczniejmy od pierwszego zadania. Wtedy

1

z(z + 1)
=

1

z
− 1

z + 1

Wtedy i tylko wtedy, gdy |z| < 1 możemy napisać

1

1 + z
=
∑
n∈N

(−z)n.

Dodatkowo, szereg ten dąży niemal jednostajnie do poprzednej funkcji dla |z| < 1. Zatem

1

z
− 1

z + 1
=

częsc osobliwa︷︸︸︷
1

z
−

częsc regularna︷ ︸︸ ︷∑
n∈N

(−z)n .
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Widać, że część osobliwa istnieje dla z > 0 i część regulnarna istnieje dla |z| < 1.
Obie części dązą jednostajnie do podanej funkcji. Zatem to szereg Laurent’a. Wtedy
r = 0 i R = 1.

Badamy teraz drugą funkcję. W tym przypadku dla z > 0 otrzymamy, że

e1/z =
∞∑
n=0

1

n!zn
,

gdzie szereg jest zawsze zbieżny poza z = 0. Skoro część regularna jest zero, to R = ∞
i część osobliwa ma r = 0.

Badamy teraz
f(z) =

z

(z − 1)2(z + 1)

wokół punktu z0 = 1. Aby zbadać tą funkcję mamy naspisác ją za pomocą u = z − 1.
Wtedy

f(u+ 1) =
u+ 1

u2(u+ 2)
=

u+ 1

2u2(u/2 + 1)
.

Wtedy i tylko wtedy, gdy |u/2| < 1 otrzymujemy, że

1

u/2 + 1
=
∞∑
n=0

(
−u
2

)n
Zatem

f(u+ 1) =
1

8
(u+ 1)

∞∑
n=0

(
−u
2

)n−2
=

1

8

[
∞∑
n=0

(
−1
2

)n−2
(un−1 + un−2)

]

i

f(u+ 1) =
1

2u2
+

1

8

[
∞∑
n=0

(
−1
2

)n−2
un−1 +

∞∑
n=1

(
−1
2

)n−2
un−2

]

f(u+ 1) =
1

2u2
+

1

8

∞∑
n=0

[(
−1
2

)n−2
+

(
−1
2

)n−1]
un−1 =

1

2u2
+

1

16

∞∑
n=0

[
−1
2

]n−2
un−1

Na końcu

f(u+ 1) =
1

2u2
+

1

4u
+

1

16

∞∑
n=0

[
−1
2

]n−2
un.

Zatem część osobliwa ma r = 0 i część regularna ma R = 2. �
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Zadanie 4. Znaleźć rozwinięcia Laurenta dla funkcji f(z) = z2e1/z wokół zera dla
pierścieniu r < |z| < R podając największy R i najmniejszy r możliwe.

Rozwiązanie: Widać, że

e1/z =
∞∑
n=0

1

znn!
, z > 0.

Taki wyrazenie jest prawdziwe dla dowolnego z > 0. Jednocześnie

f(z) = z2e1/z =
∞∑
n=0

1

zn−2n!
= z2 + z1 +

∞∑
n=2

1

zn−2n!
= z2 + z1 +

∞∑
n=0

1

zn(n+ 2)!
.

Część osobliwa i regularna mają promienia zbieżności

r = lim sup
n→+∞

n
√
|a−n| = lim

n→+∞

∣∣∣∣1/(n+ 3)!

1/(n+ 2)!

∣∣∣∣ = 0, R−1 = lim sup
n→+∞

n
√
|an| = 0

Widać, że 0 < |z| <∞. To najlepszy możliwy przypadek. �

Zadanie 5. Znaleźć rozwinięcia Laurenta dla funkcji f(z) = 1/(z3(z2 + 1)) wokół zera
dla pierścieniu r < |z| < R podając największy R i najmniejszy r możliwe.

Rozwiązanie: W tym przypadku mamy, że

f(z) = 1/(z3(z2 + 1)) =
1

z3
1

1 + z2
.

Wiemy, że
1

1 + z2
=
∞∑
n=0

(−z2)n

i suma ma granicę dla |z| < 1. Dla |z| = 0 i |z| = 1 mamy problem ponieważ funkcja
f(z) nie jest holomorficzna. Zatem tylko możemy zagwarantować rozkład Laurent’a dla
0 < |z| < 1. Między czasem dla 0 < |z| < 1 możemy napisać

f(z) = 1/(z3(z2 + 1)) =
∞∑
n=0

(−1)nz2n−3 = z3 − z−1 +
∞∑
n=0

(−1)nz2n+1.

Widać, że część osobliwa (główna) jest dobrze zdefiniowana i dąży jednostajnie do granicy
dla |z| > 0. Jako szereg prawa strona jest zbieżna dla i

R−1 = lim sup
n→+∞

n
√
|an| = lim

n→+∞
2n+1
√
|a2n+1| = 1.
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Zatem, prawa strona dązy do jej sume niemal jednostajnie dla |z| < 1. Zatem, szereg
dąży jednostajnie do sume dla 0 < |z| < 1.

�

Zadanie 6. Znaleźć rozwinięcia Laurenta dla funkcji f(z) = log(z + 1) wokół zera dla
pierścieniu r < |z| < R podając największy R i najmniejszy r możliwe.

Rozwiązanie: Funkcja jest holomorficzna dla |z| < 1 poniewaz log(0) nie jest dobrze
zdefiniowane. W tym przypadku korzystamy z postaci szeregu Laurenta i przypominamy,
że współczynniki można obliczyć jako

an =
1

2πi

∮
γ

log(1 + z)dz

zn+1
= 2πi

1

2πin!

dn

dzn

∣∣∣∣
z=0

log(z + 1) =
(−1)n

n

dla n > 0 i a0 = 1. Dla n < 0 an = 0. Zatem szereg ma postać∑
n∈N

(−1)n

n
zn.

Promień zbieżności dla częśći regularnej wynosi

R−1 = lim
n→+∞

n
√

1/n = 1.

Natomiast, część osobliwa ma r = 0. Warto poznać postać tej funkcji holomorficznej:

To jedna z słynych powierzchnii Riemanna (rozmaitości zespolone wymiaru zespolonego
1).

�
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